Matematica

NOTACOES
C é o conjunto dos nimeros complexos.
R é o conjunto dos nimeros reais.
N={1,2,3,..}.
i denota a unidade imagindaria, ou seja,
i2 = 1.
zé0 conjugado do nimero complexo z.
Se X é um conjunto, P(X) denota o conjunto
de todos os subconjuntos de X.
A\B={xe A; x ¢ B}.
[a, 6] ={x e R ; a < x < b}.
[a,0)={x € R ; a < x}.
(—=,al={x e R ; x < al.
P = (x, y) significa ponto P de coordenadas
(x, y).
AB denota o segmento que une os pontos A e
B.
In x denota o logaritmo natural de x.
At denota a matriz transposta da matriz A.

Questao 1

Considere as seguintes afirmacoes sobre nui-
meros reais positivos:
L. Sex>4ey<2, entdo P 2y > 12.

II. Sex>4ouy<2, entdo x> — 2y > 12.
IIL Se x°> < 1 e y° > 2, entdo x° — 2y < 0.

Entéo, destas é (sdo) verdadeira(s)

a) apenas I. b) apenas I e II.
c) apenas II e III. d) apenas I e III.
e) todas.

alternativa D

I. Verdadeira, pois x>4ey<2<

o x2>16e-2y>-4=x°2-2y>16-4=12,

Il. Falsa, pois, por exemplo, para x=5e y =7 te-
mos que a sentenga (x> 4 ou y < 2) é verdadeira,
enquanto x? - 2y > 12 é falsa.

Ill. Verdadeira, pois, sendo X, y positivos, temos
x? <1ey2 >2ox? <ley >2 =
:>x2—2y <1—2\/?:>x2—2y < 0.
Portanto somente as afirmacées | e Il sdo verda-
deiras.
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Questao 2

Sejam a, b, ¢ reais ndo-nulos e distintos, ¢ > 0.
Sendo par a func¢édo dada por

ﬂx):ax+b

X+ c

,—c<x<c,

entdo flx), para —¢ < x < ¢, é constante e igual
a
a)a+b. d)b.  ea.

b)a+ec. c)ec.

alternativa E

f(x) é par se, e somente se, para todo X,
-c < x<ec,

f(-x) = f(x) &
a-(-x)+b ax +b
o =
-X +cC X +c

4:»—ax2+(b—ac)x+bc:
=-ax? + (ac - b)x + bc & b = ac

ax + ac

Logo, para—c < x < ¢, f(x)= =
X +c

Questao 3

Os valores de x € R, para os quais a funcéo
real dada por f(x) = \/5 —||2x - 11— 6| esta
definida, formam o conjunto

a) [0, 11. b) [-5, 6].
c) [-5, 01 U [1, ). d) (e, 0] U [1, 6].
e) [-5,0] U [1, 6].

alternativa E

fix) c R o 5 —l12x - 1161 ¢ R &

o5 -ll2x -11-6120<112x -11-61< 5 &
o -5<|2x-1-6<5
s1<2x-1<11

—11<2x-1< -1 -5<x<0
& ou & ou &
1<2x-1<11 1<x<6

o x e [-50] v /[l1;6]
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Questao 4

Seja a equagio em C

Ad-2+1=0.
Qual dentre as alternativas abaixo é igual a
soma de duas das raizes dessa equacgao?

J3 J3 . i
3)2‘\/§ b)—? C)+? d)—l e)?

alternativa D

4 2

-2 i1=00z-22+1+72° =0 o
22 1=z
(:»(22—1)2 =z’ o v S
22 1=z
22 -zi-1=0
S v =
22 4zi-1=0
_i+N3 i3
2 2
& v
i ++/3 i -3
z = vZz=
2 2

Logo as possiveis somas de duas das raizes sdo

0,i,J3,—/3 e-i.

Questao 5

Sejam A um conjunto com 8 elementos e B
um conjunto tal que A U B contenha 12 ele-
mentos. Entdo, o ntimero de elementos de
P(B\A) U P(J) é igual a
a) 8. b) 16. ¢c) 20.

d) 17. e)9.

alternativa B

Temos n(Au B)=n(A)+n(B\A) &

< 12=8+n(B\A) = n(B\ A)=4. Como
P(2)c P(B\ A),

n(P(B\ A) U P@)) =n(P(B\ A)) = 2% = 16.

Questao 6

Sejam f e g duas fungoes definidas por

3 senzx—l
J ,xeR.

f)=(2)3 %1 ¢ glx) = (5

matematica 2

ETAPA

A soma do valor minimo de f com o valor mi-
nimo de g é igual a

1 1
a 0. b—*

c)—.

1
d)—. 1.
y) )2 e)

alternativa D

A funcdo f é exponencial de base maior que 1,
logo, para que f tenha valor minimo, o expoente
deve ser o menor possivel, isto &, como
-1<senx <1 -3<3senx <3 o
< -4<3senx-1<2, o valor minimo é
-4 1
N2 o= —.
4
A fungdo g é exponencial de base menor que 1,
logo, para que g tenha valor minimo, o expoente
deve ser o maior possivel, isto €, como
—1<senx<1e0<sen’x<1e
& 0<3sen’x <3« —1<3sen’x—-1<2, o valor
2
. (1 1
minimo é|— | = —.
2 4

Somando tais valores, obz‘emosi + z = 1 .
4 4 2

Questao 7

Seja f: R — P(R) dada por
flx)={yeR;seny<x}.
Se A é tal que flx) =R, Vx e A, entdo
a)A=1[-1, 1].
b)A=[a, ), Va>1.
c)A=[a,=),Va=1.
d)A=(-=,a]l,Va<-1.
e)A=(-,a],Vas-1.

ver comentario

Seja xe A. Como f(x)={ye Rl seny<x}=R, x
deve ser tal que a inequacdo sen y < x seja ver-
dadeira Yy € R, o que acontece se, e somente se,
x> 1.

Assim, A pode ser qualquer subconjunto de ]1; o[.

Questao 8

A divisao de wum polinémio flx) por
(x — I)(x — 2) tem resto x + 1. Se os restos das
divisoes de flx) por x — I e x — 2 sdo, respecti-
vamente, os nameros a e b, entédo a® + b? vale
a) 13. b) 5. c) 2. d) 1. e) 0.
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alternativa A

O resto da divisdo de f(x) por x—1éf(1)=ae o
resto da divisao de f(x) por x—2 é f(2) = b.

Sendo q(x) o quociente da divisdo de f(x) por
(x—1)(x - 2), temos que f(x) = q(x)(x — 1)(x - 2) +
+ X+ 1. Dessa forma, a=1(1)=2e b=1(2)=3.
Logoa? +b? = 22 + 32 =13.

Questao 9

Sabendo que a equacéo

x3 - px2 = qm,P’q>0,Q¢L mENa
possui trés raizes reais positivas a, b e ¢, en-
tao

log, [abe (@® + b7 + ¢?)?+0+€]

éigual a
a)2m+ plogy p.
c)m+ plog, p.
e)m — 2p log, p.

b) m + 2 p log, p.
d)m — p log, p.

ver comentario

X3—pX2=qm<:>X3—pX2—qm:0

Logo, pelas relagbes entre coeficientes e raizes,

ab + ac + bc :T = 0. Porém, como a, b e ¢
sdo reais positivos, ab + ac + bc > 0, contradi-
céo.

Portanto as condigbes dadas no problema s&o in-
consistentes.

Observacao: retirando das condigées do proble-
ma o fato de a, b e c serem reais positivos, teria-
mos, pelas relacées entre coeficientes e raizes:

a+b+c=#=p; ab+ac+bc=%=0

m
e abc = 7_(_1(7 ) _ q”
2

Assim, a® + b? +c? =

= (a+b+c)2 — 2(ab + ac + bc) =
=p?-2.0=p?e comop, q>0, q=1,

logq [abe (@2 + b® + c?)3+hbre) =

= logq [q™ - (p%)P] =

= logy ™ + log, p® =m+2p- logq p, alterna-
tiva B.

Questao 10

Dada a funcéo quadratica
flx) = x> ln£+ xIn6 — L lni
3 4 2

temos que
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a) a equacdo f{x) = 0 ndo possui raizes reais.
b) a equacgéo f{x) = 0 possui duas raizes reais
distintas e o grafico de f possui concavidade
para cima.

¢) a equacdo f(x) = 0 possui duas raizes reais
iguais e o grafico de f possui concavidade

para baixo.
[n2In3

n3 12"

In2In3
In3-In2"’

d) o valor maximo de /' é

e) o valor maximo de f'é 2

alternativa D

A fungdo dada € da forma f(x) = ax? +bx + ¢
onde a :In%: In2-1In3 <0, b=1In6=1In3+ In2

e c= —i/ni = —l(/n3 —1In2). O discrimi-
4 2 4

nante A é dado por A = b? - 4ac = (In3 +
+In2)2 —4(In2 — ln3)|:—%(ln3 - In2)] = (In3 +

+In2)% = (In3 = In2)? = 4 In3 In2 > 0. Assim,

como A > 0 a equacgdo f(x) = 0 possui duas raizes

reais distintas e, como a < 0, o gréafico de f pos-

sui concavidade para baixo. A fungdo f possui

portanto  um  valor madximo, dado por
A -4 In3 In2 In3 In2

“4a 42 -In3) I3 —in2 "

Questao 11

Quantos anagramas com 4 letras distintas
podemos formar com as 10 primeiras letras
do alfabeto e que contenham 2 das letras a, b
ec?

a) 1692. b) 1572.
c) 1520. d) 1512.
e) 1392.

alternativa D
Podemos escolher duas letras dentre a, b, ¢ de

3
(2) = 8 maneiras, e podemos escolher duas le-

7
tras dentre as 7 restantes de (2) = 21 maneiras.

Como 4 letras distintas podem ser permutadas de
4! = 24 maneiras, temos que o numero de ana-
gramas pedido é 3 - 21 - 24 = 1512.
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Questao 12

O seguinte trecho de artigo de um jornal local
relata uma corrida beneficente de bicicletas:
“Alguns segundos apés a largada, Ralf tomou
a lideranca, seguido de perto por David e Ru-
binho, nesta ordem. Dai em diante, eles néo
mais deixaram as primeiras trés posicoes e,
em nenhum momento da corrida, estiveram
lado a lado mais do que dois competidores. A
lideranca, no entanto, mudou de méaos nove
vezes entre os trés, enquanto que em mais
oito ocasides diferentes aqueles que corriam
na segunda e terceira posig¢oes trocaram de
lugar entre si. Apds o término da corrida, Ru-
binho reclamou para nossos repérteres que
David havia conduzido sua bicicleta de forma
imprudente pouco antes da bandeirada de
chegada. Desse modo, logo atras de David,
Rubinho n#o pode ultrapassa-lo no final da
corrida.”

Com base no trecho acima, vocé conclui que
a) David ganhou a corrida.

b) Ralf ganhou a corrida.

¢) Rubinho chegou em terceiro lugar.

d) Ralf chegou em segundo lugar.

e) néo é possivel determinar a ordem de che-
gada, porque o trecho nédo apresenta uma
descricdo matematicamente correta.

alternativa E

Representemos Ralf por 1, David por 2 e Rubinho
por 3. Em cada momento da corrida, a classifica-
¢do é uma terna ordenada desses trés numeros
ou esta ocorrendo uma inversao (troca de posi-
¢bes entre dois ciclistas).

Como a lideranga mudou de méaos 9 vezes, e em
mais 8 ocasibes aqueles que corriam na segunda
e terceira posicoes trocaram de lugar entre si,
houve no total 17 inversées.

Temos que, apds um ndmero impar de inversoes,
podemos obter somente as classificagbes (2; 1; 3),
(1,3:2) e (3, 2; 1).

Rubinho chegou logo atrds de David, portanto a
classificagéo final € (1; 2; 3) ou (2; 3; 1). Nenhu-
ma das quais poderia ter sido obtida com um nu-
mero impar de inversées.

Consequientemente, ndo é possivel determinar a
ordem de chegada, porque o trecho nao apresen-
ta uma descricdo matematicamente correta.
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Questao 13
Seja a matriz
cos 25° sen 65°
sen 120°  cos 390° |
O valor de seu determinante é
p 22 38 G e
3 2 2
alternativa E
cos 25°  sen 65° | |cos 25° cos 25°|
sen120° cos 390°| |sen 60° cos 30°
cos 25° cos 25°
el VY& =0
2 2
Questao 14

Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n
tais que AB =A e BA = B. Entéo, [(A + B)'F é

igual a

a) (A + B. b) 2(A" - BY).
) 2(At + BY). d) A + B
e) A'Bt.

alternativa C
Como A=AB e B=BA, temos
A? = (AB)(AB) = ABAB =A-B-B =
=(ABB =AB =A
B? = (BAYBA) = BAB)A=B - A- A =
= (BAA=BA =B
Assim,
[A+B)]? = [(A+B)?] =
=((A2 +AB+BA+B?) =(A+A+B+B) =
= Al + A + B! + B = 2(A! + B!).

Questao 15

Seja A uma matriz real 2 x 2. Suponha que o
e B sejam dois numeros distintos, e Ve W
duas matrizes reais 2 x I ndo-nulas, tais que

AV = oV e AW =BW.
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Se a, b € R sdo tais que aV+ bW é igual a ma-
triz nula 2 x 1, entédo a + b vale

1 1
a) 0. b) 1. c)—1. d)E.

e)—E.

alternativa A

Nas condi¢bes dadas,
aV+bW=0,,;=AlaV+bW]=A-05y; &
< a(AV) + b(AW) =05, < a@.V) + bBW) =
=0sy7 < aoV +bpW=05; .

Logo:

av + bW = 0544

aoV + bW = 054

aolV - aBV = 02><1
(=4

boW — bW = 054
afo = B)V = 024
b(o = B)W = 0244

Assim, como o. e B sdo numeros distintos e Ve W
sdo ndo nulas, a=0e b=0 e portanto a+ b= 0.

Questao 16

O tridngulo ABC, inscrito numa circunferén-

cia, tem um lado medindo 20 cm, cujo Angu-
n

lo oposto é de 15°. O comprimento da circun-
feréncia, em cm, é

a) 2082(1 + J/3). b) 200(2 + /3).
¢) 80(1 + v/3). d) 1023 + 5).
e) 20(1 + v/3).

alternativa A

Seja R o raio e, portanto, 2nR o comprimento da
circunferéncia circunscrita ao tridngulo ABC. Pela
lei dos senos temos:

20
2R-— T o osR-— 290 _
sen 15° sen (45° — 30°)
= 20 < 2nR =
sen 45°cos 30° — sen 30°cos 45°
=202 (1++3)cm

___ 2
J2 (/3 - 1)
4
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Questao 17

Num sistema de coordenadas cartesianas,
duas retas r e s, com coeficientes angulares 2

1 . . .
e E , respectivamente, se interceptam na ori-

gem 0. Se Ber e C e s sao dois pontos no pri-
meiro quadrante tais que o segmento BC é
perpendicular a r e a area do triAngulo OBC
éigual a 12 x 10_1, entdo a distancia de B ao
eixo das ordenadas vale

1

8 4 2
—. b) —. =. d)—. 1.
a) = ) 5 c) 5 ) 5 e)
alternativa B
y r
B (b; 2b)
S
C
0
O X

Seja® o dngulo formado porr e s. Temos:

1
2_7
3
t99=721 ==
1+2-—
2

Assim, como AOBC é reta“ngulzo em B,
dreanoBc= B€- OB _ OB” 16
2 2
og?. 3 i
s12.10=—— 4 50822
2 5
Como B estd no 1° quadrante e pertence a retar,
que passa pela origem e tem coeficiente angular
2, temos que B=(b; 2b), b > 0. Logo
0B? =(b-07%+(2-0° &

@E:5b2@b:i.
5 5

Questao 18

Seja £ > 0 tal que a equacéo (2 - x) +
+ k(y2 —y) = 0 define uma elipse com distan-
cia focal igual a 2. Se (p, g) sdo as coordena-
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das de um ponto da elipse, com q2 —q #0, en-

2
téopiipéiguala
qg —q
a)2++/5. b)2-+5. ¢) 2+ /3.
H2-v3. o2

ver comentario

Temos (x2 - x) + k(y2 - y) =0 &

2

o X —x+l+k(2— +1J—l+£@
I CANE AR

( 1)2 ( 1)2 k +1
S|(x-——| +kly-——| = s
2

2

2 4
(3] (r-3)
2 2
© kx7 T ker 1
4 4k

Lembrando que a2 =p% +c? , temos:
® se 0 eixo maior é paralelo ao eixo x entao,
comok > 0,

2
k+7=k+1+(5) o k?-4k-1-0o
4 4k 2
@k:2+\/g;

® se o0 eixo maior é paralelo ao eixo y entao,

comok > 0,

2
k1 =ﬂ+(i) k214 -1=0 o
4k 4

2
ok =-2+45.
Assim, sendo (p; q) um ponto da elipse com
q°-q#0,(p°-p +ki@g° -9 =0
p - p?

& (p-p?)=kaq® -q o 5 =k
92 -q
_n2 2
Entéopzp =2+£oup2p =
92 -q 92 -gq
=—2+\/§.

Questao 19

Considere a regido do plano cartesiano xy de-
finida pela desigualdade
x2+4x+y2—4y—8S0.

Quando esta regido rodar um angulo de % ra-

dianos em torno da reta x + y = 0, ela ira ge-
rar um s6lido de superficie externa total com
area igual a

a) 128 p) 128 . o128 .
3 4 5
d)ﬁn. e)ﬁn.
6 7
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alternativa A

Temos x? +4x+y2 -4y -8<0
@x2+4x+4+y2—4y+4s16 =
e (x+2)?2 +(y - 2)2 < 42, desigualdade que
corresponde a um circulo de centro (-2; 2) e raio 4.
Como a reta de equagdo x +y = 0 contém o
centro do circulo, quando este rodar um &ngulo

i . .
de ry radianos em torno da reta, o sdlido formado

sera a unido de duas cunhas esféricas de raio 4
com didmetro sobre x + y = 0 e em semi-espagos
opostos com relagéo ao plano xy.

Cada cunha tem supetrficie igual & soma das dreas
de um fuso com raio igual a 4 e &ngulo central

. Iy . .. ..
igual a r e de dois semicirculos de raio igual a 4.

Logo a superficie externa total tem drea

2(L.4n.42 +n.42):@, Na figura a
12 3

seguir, representa-se uma das cunhas esféricas.

Questao 20

Seja uma piramide regular de base hexago-
nal e altura 10 m. A que distancia do vértice
devemos cortéd-la por um plano paralelo a
base de forma que o volume da piramide ob-

tida seja é do volume da pirdmide original?

a)2m. b)dm. ¢)5m. d)6m. e)8m.

alternativa C

1 ~ A
Sendo ) a razao entre os volumes da pirdmide

turas é 3L :L.
8 2

Logo a distancia entre o plano e o vértice é
1

— 10 =5m.

2

menor e da pirdmide maior, a razdo entre suas al-
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As questoes dissertativas, numeradas de
21 a 30, devem ser respondidas no ca-
derno de solucoes.

Questao 21

Seja a funcio f dada por
f(x) =(logs 5)-logs 81 +
+logs g1+ 22 log 253+ 1)

Determine todos os valores de x que tornam f
nao-negativa.

Resposta
f(x) = (logg 5)-logs 8%~ +
+ logg 4™ 2x-x? _logs 2X31)
o fix)=logg (2°)* T+

+ 1093 (22)1+2x—x2 —log;; 2x(3x+1) PN

< fix)=3(x—-1)-logz 2+
+2(1+2x—x%)-logs 2-x(3x+1)-logs 2
& f(x) = (-5x2 + 6x—1)-logs 2

Assim, comologs 2 >0, f(x) 20 <

= (—5x2 +6x-1)-logz 220

4:)—5(x —%)(x -N>0e

s (x—i)(x—ﬂSO(:}l <x <1
5 5

Portanto os valores de x que tornam f ndo negati-

~ . 1
va sdo os pertencentes ao intervalo [E ; 1:| .

Questao 22

Mostre que
4
(x+2+y] >Cg 4>
y x ’

para quaisquer x e y reais positivos.
Obs.: C,, ,, denota a combinacéo de n elemen-
tos tomados p a p.

Resposta

Pela desigualdade das médias,
X Yy

x .y
uz\/ﬂgi+£22.wgo
2 y X y X

4
(i+2+l) > (2 +2)* = 256
y X
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= 70, conclui-

Sendocgy":( ]:M

4 4

4
mosque(i+2+LJ > Cgy-
y X '

Questao 23

Com base no grafico da fungdo polinomial
y = flx) esbocado abaixo, responda qual é o

resto da diviséo de flx) por (x - é)(x - 1.

Resposta

Sendo q(x) o quociente e r(x) = ax + b o resto da

divisdo de f(x) por | x — %) (x —1), temos que

f(X)=C7(X)'(X—%)-(X—1)+ax+b.

Do gréfico, obtemos:

Logo o resto da divisdo é r(x) = —% X + % .

Questao 24

Sejam a e b dois numeros complexos
nao-nulos, tais que a® +b% =0. Se z,weC
satisfazem

Zw+ zWw = 6a
Zw-zw = 8b

determine o valor de |a| de forma que |z w| =1.
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Resposta
W + zw = 6a zZw = 3a + 4b
- — L= — =
zw —zw = 8b zw = 3a - 4b
= zw - zw = (3a + 4b)(3a - 4b) =
& zw - zw = (3a)? - (4b)? &
& lzwl® = 922 - 16b°
Logo, como |lzwl = 1 e a® + b% = 0 < b? = -a°,

12 = 9a° - 16(-a°) = a° SRR
25 5

Questao 25

1. Mostre que se uma matriz quadrada
ndo-nula A satisfaz a equacgéo
AS+3A%2+2A=0 (1
entdo (A+1)° = A+ I, em que I é a matriz
identidade.
2. Sendo dado que
A -1 1
1o -2
satisfaz a equacgéo (1) acima, encontre duas
matrizes ndo-nulas B e C tais que B’+C? =
= B+ C = A. Para essas matrizes vocé ga-
rante que o sistema de equacgoes

ol

tem solucdo (x, y) # (0, 0)? Justifique.

Resposta

(1) Como as matrizes A e | comutam, temos

A%+ 342 1 2A=0 < A% +3A% +3A+ 1 =
A+l oA+ = A+l

(2) Como (—I)3 =-le(A+ I)S = A + [, basta to-
marmosB = -/ eC = A + |. Assim,
BS+C®=B+C=-1+A+I=A

0

nulo. Portanto o sistema homogéneo admite solu-
cdo (x; y) = (0; 0).

Observagao: podemos verificar que B = -1 e
C=A+1)e(B=A+1eC =-l) sdo as uni-
cas solugbes com entradas reais de B®+¢cd =
=B+C=A

1 1
De fato, sejaT = (O 1] ; temos

-1
Logo B -C = ( 0) , cujo determinante é

-1 0
T"AT:( )eBS+CS=B+C=A<:>

o -2
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e (17'B7)% +(T7'CcT)? = (T7'BT) +(T7'CT) =
= (T7'AT).

b
Assim, sendo T°'BT = (a )e
c d

-1-a -b

T-'cT =

) , temos:

(17'B7)% =
[ & +bcza+d)
c(@® +ad +d? + bc)

(T 'em)? =

b(@® +ad + d? + bc) o
d® + be(a + 2d)

_ —(a+1)3 —bc2a +d +4)

—c((a + 1)2 +@+1)2+d + @2+ d)2 + bc)
ba+1)? +@+1)2+d + 2 +d? +bc)
—(2 +d)? - bc(a+2d +5)

Portanto (T"'BT)® + (T7'CcT)® = (T7TAT) &
3a° +3a+4bc =0

(4a+5d +7 =0oub = 0) -
(4a+5d +7 =0ouc =0)

6(d +1)° +5bc =0

(@a=0o0ua-=-1)

S| |b=c=0

d=-1
Assim,
0 0 0 1
T'BT = o B = =A+lou
0 -1 0 -1
—1 -1 0
T-'BT = 0 o B = =l
0 -1 0 -1
Questao 26

Sejam n > 2 nimeros reais positivos a; , ag , ...
a, que formam uma progressdo aritmética de
razdo positiva. Considere A,, = a; +as +... +
+ a,, e responda, justificando: Para todo n > 2,

2
qual é o maior entre os nimeros (—" - an) e
n

2
(ﬂ) _ ai?
n

Resposta
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= Zan(an - i] ()
n

~ . .. A
Como n > 2 e a razdo da PA é positiva, — =
n

_ @ tapt..+ay g tat..+a, _
n n n

n

. A
Assim, a, — — > 0, e como a, > 0, a expres-
n

sdo («) é positiva, ou seja, o0 maior dos numeros &
A, 2
1 —a,l.
n

Questao 27

Considere n pontos distintos A; , Ay, ..., A,
sobre uma circunferéncia de raio unitér/i& de

forma que os comprimentos dos arcos A; Ay,
N N

Ay Az, ..., A, _;A, formam uma progressao

s o I
geométrica de termo inicial m e razao 5

Para que valores de n € N teremos o compri-
7N

mento do arco A,, A; menor que % do com-

primento da circunferéncia?
N
Obs.: Para todo arco A, A,, o comprimento

considerado é o do arco que une o ponto A, ao
ponto A, no sentido anti-horario.

Resposta
~~ N\
Como o raio é unitario e 0s arcos AjA, ; AsAs ; ...;
—

A,_1A, formam uma progressdo geométrica de

I ~ 1
primeiro termo © e razao E , temos que o arco

n-1
2 11
L2 (4],
. { 2
2
assim o arco Aﬁ, mede

en-i-ads-(5] " |-2o(3)

Portanto, para que Aﬁ, seja menor que 5%

do comprimento da circunferéncia, deve-se ter

n—1
Qn(i) <L-2n-1<:>

Aj;\,, mede

2 512
1n—1 19

@(—) <(—)@n—1>9@n>1o,ou
2 2

seja, ne Ntalquen=11.
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Questao 28

Seja S a area total da superficie de um cone
circular reto de altura h, e seja m a razéo en-
tre as dreas lateral e da base desse cone.
Obtenha uma expressao que forneca & em
funcéo apenas de S e m.

Resposta
Sendo r o raio da base e g a geratriz do cone, te-
mos Siateral  _ T“'g -9 _ne
Shase nr r
S = Sjateral + Spase = (g +1).
Assim,g:i—r:mr:>r2:7S e
nr nim+1)
K2 :gz 12 = mPr2 _ 2 = 2(m? _q) =
- S m?nehn= M0
n(m +1)

Questao 29

Considere o seguinte raciocinio de cunho carte-
siano: “Se a circunferéncia de centro C = (h, 0)
e raio r intercepta a curva y =+ \/;, x > 0, no
ponto A = (a, va) de forma que o segmento
AC seja perpendicular a reta tangente a cur-
va em A, entdo x = a é raiz dupla da equacéo
em x que se obtém da intersec¢do da curva
com a circunferéncia.”

Use este raciocinio para mostrar que o coefi-

ciente angular dessa reta tangente em A é
1

2a

Resposta

Seja m o coeficiente angular da reta t tangente a
curvay = Jx no ponto A = (a; Jg),a > 0. Sgjaa
circunferéncia (x — h)2 +(y - 0)2 = r? de centro
C = (h; 0) e raio r que passa por A e tal que AC
seja perpendicular a t. A intersecgéo da curva e da
circunferéncia é a solugdo do sistema:

(x—h)2+(y—0)2:r2

=
y =x
S>x-h2+x-0°%=rc
@x2+(1—2h)x+h2—r2:0.
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Pelo fato enunciado, x = a é raiz dupla dessa

Ljh)@h:a+L.

Como AC é perpendicular at, temos:
1 h-a 1
m = — = = )
Ja-0 Ja @ 2Va
a-h

equagdo, ou seja,a = —

Questao 30

Se x, y e z sdo os angulos internos de um

sen 'y + sen z

tridngulo ABC e sen x = , prove

cosy + cos z
que o tridAngulo ABC é retangulo.

Resposta

seny +senz o
Cosy + cosz

2sen(¥)cas(‘v _z)

ZCOS(uJ cos(y _ Z)
2 2

sen x=

& senx =

matematica 10
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Como x, y e z sdo angulos internos de um tridn-
y+z =® X

gulo,x+y+z=1n &

2 2 2
0<X T o T _Y=Z T fssim,
2 2 2 2 2
i X
Sen(? 2)
(*) & senx = ——< &
b X
cos|— —
2 2)
cosi
®2~sen§~cos%:7§@
sen—
@256n2L:1@1—259n21:0@

T ) ”
o cosx =0 & x = Ex ou seja, o tridngulo

ABC é retangulo.
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Matematica — Maior preferéncia por Algebra

Este ano, a prova de Matematica do ITA apresentou novo formato, com
20 testes e 10 questdes dissertativas. O acréscimo de 5 questées nao
aumentou exageradamente a dificuldade da prova, apenas fez com que
guestbes bastante simples (13 e 20, por exemplo) aparecessem junto
com questdes de alta complexidade (12, 15 e 30). Por outro lado, tam-
bém né&o tornou a prova mais equilibrada, mantendo a preferéncia pela
Algebra.

O novo formato permitiu ainda que examinadores pedissem demonstra-
cOes (questdes 22 e 30), algo impossivel no formato antigo.

Finalmente, podemos destacar a originalidade do teste 12 e lamentar os
problemas nos enunciados das questdes 7, 9 e 18 (veja os detalhes na
resolucdo da prova), que certamente causaram confuséo para os candi-
datos.

A resolugao da prova de Quimica
estara disponivel em www.etapa.com.br
e nas unidades do Etapa




